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１． 複素数関数の一般的な求め方 

 単純に計算できる場合，特に工夫する必要はありませんが，一般に複素数の

関数値を求めるには，        とおいて，以下のように求めます。 
 

 ① A，B を a，b で表現する。 

 ② A を a，b で表現して，B を A，a，b で表現する。 

 ③ B を a，b で表現して，A を B，a，b で表現する。 
 

２． 複素数の逆数 

 複素数の逆数は，単純に計算することができます。 

 

 
 

３． 複素数の平方根 

まず，        とおくと，                 ですか

ら，以下のように式展開することができます。 

 
 

 

 

 

 

ここで          ですから，  の符号に関わらず，±のうち＋だけ

が有効になります。 

 
 
 

虚数部 B は，以下のようになります。 

 

 

 

 

 

 
 

なお，以下の式が成立することを読者自身で確認しましょう。 
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４． 複素数の対数 

まず，         とおくと，              ですから， 

 

 
 

さらに虚数部は，              として求めることができます。 

 

５． 虚数の三角関数 

 虚数の対数の公式から，         ですから， 
 

    
 

，                    
 

となりますので，以下のように双曲線 sin，双曲線 cos，双曲線 tan で表現でき

ます。 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

【虚数の三角関数のテーラ展開による確認】 特に cos 関数について示します。 

指数のテーラ展開は，以下のようになります。 
 

 

 

 
 

虚数のテーラ展開を整理すると，以下のように     とまったく同じ級

数になります。 
 

 

 
 

sinや tanについても同様に確認できますので，ご自身で確認してみましょう。 
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６． 複素数の三角関数 

(１)基本的な三角関数 
加法定理から，以下のように単純に計算できます。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (２)逆関数 

【Tan－1
】まず，           とおくと， 

 

 

 

 

 

したがって， 

 

 

 

 

 

 

について解けば，以下のようになります。 

 

 
 

上式で b = 0 ，すなわち実数の場合                         となります。

右辺の±において，＋のとき     と定義どおりですが，－のとき 

となり矛盾します。そこで，±のうち＋だけを採用します。したがって， 
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なお，   のとき         ですので，          となりま

す。一方， 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 なお，        のとき   ，         のとき 

となります。 

 

【Sin－1
】まず，           とおくと， 

 

 

 

 

 

 

ですから， 

  

式③－式④から， 

 

 

 

 
 

⑤を③に代入して 
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整理して 

さらに，                       ですから， 

 

 
 

したがって， 

 

ここで，b＝0，すなわち実数のとき，以下のようになります。 

 

 

 

最右辺の±のうち－を採用すると        ，すなわち A の値に関わら

ず定数になり矛盾します。一方，＋のとき，          

 

 
 

と定義どおりになりますので，＋を採用します。すなわち， 

 

 

 

 

 

 

 

 

式⑥の符号は，実数における sin 関数の正負から，   のときプラス（＋）， 
のときマイナス（－）とします。 

 
 虚数部，すなわち B は，式⑤から求めます。 
 

 
 

なお，b＝0 のとき，a＝sin A ですから,以下のようになります。 
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【Cos－1
】まず，           とおくと， 

 

 

 

 

 

 
ですから， 

 

 

 

 

式③－式④として 

 

 

 

 
 

式⑤を式③に代入して， 

 

 

 

 

 

 
 
 
整理して， 

 

さらに，                         から， 

 

 

とすることができます。    について解くと以下のようになります。 

 

 

 

ここで b = 0 のとき 
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上式の最右辺の±でマイナス(－)のとき，     となり，A の値に関わら

ず定数になるので矛盾します。プラス(＋)のとき          と定義

どおりになるので，プラスを採用します。すなわち， 

 

 

 

実数における cos 関数の正負から，まず， 

 

 

 

を計算し，a≧0 のとき，A＝A’，a＜0 のとき A＝π－A’とします。虚数部

B は式⑤から計算します。すなわち， 

 

       

 

なお，b＝0 のとき，     ですから， 

 

 

 

となります。 

 

【最後に】 

 これで証明および解説を終わります。なお，三角関数 Tan－1 については，筆

者が過去携わっていた業務の必要性から導き出した式です。読者の業務でも新

たな複素数関数を使う必要性が生じるかもしれません。そのときは，「１．複素

数関数の一般的な求め方」で説明した方法を用いれば，導出可能だと思います

ので，ぜひチャレンジしてみて下さい。 
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